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6.5

Justificativa Basta demonstrar que existe pelo menos uma linguagem recursiva que nao
é sensivel ao contexto. Como instancia desse fato, podem-se citar todas as linguagens
que incluem a cadeia vazia, uma vez que, conforme foi discutido anteriormente na Sec¢ao
5.1, as linguagens sensiveis ao contexto nao incluem tais cadeias.

Um exemplo nao-trivial, desta vez sem recorrer & cadeia vazia, é a linguagem Lg,
apresentada no final da Secado 5.7, quando foi empregada para demonstrar a existéncia
de linguagens que nao sdo sensiveis ao contexto (Teorema 5.8).

Partindo-se (Teorema 5.7) de uma enumeracdo de todas as gramaticas sensiveis ao
contexto (Gq, Ga,...), e também de uma enumeracio de todas as cadeias possiveis de
serem geradas sobre o alfabeto {a, b} (a1, ag,...), 0 Teorema 5.8 mostra que a linguagem

LR = {Oéi | Q; gL(Gl),VZ Z ].}

nao pode ser sensivel ao contexto.

Por outro lado, qualquer que seja a cadeia § € X%, serd sempre possivel determinar
mecanicamente se § pertence ou ndo a Lg, o que pode ser feito conforme o método
descrito no Algoritmo 6.3.

Algoritmo 6.3 (3 € Lg?) Determinacio da pertinéncia de 5 € ¥* a Lg, definida no
Teorema 5.8.

e Entrada: uma cadeia 3 € ¥%;
e Saida: SIM, se 3 € Lr; NAO, se 3 & Lg;

e Método:

1. Compara-se 8 com cada uma das cadeias «;, até que haja coincidéncia entre
ambas;

2. Seleciona-se a graméatica G; correspondente a cadeia «; (lembrar que foi es-
tabelecida uma func¢ao bijetora entre o conjunto das graméticas e o conjunto
das cadeias);

3. Determina-se se a; € L(G;). Como se trata de linguagens sensiveis ao
contexto, tal determinacao pode sempre ser efetuada;

4. Se o resultado for que a; € L(G;), entdo, por construcio, a; ¢ Lg e a res-
posta & NAO. Caso o resultado seja que a; € L(G;), entdo, por construcao,
a; € Ly e a resposta é SIM.

Logo, conforme o Algoritmo 6.3, é sempre possivel determinar se uma cadeia 3
qualquer pertence a Lr. Em outras palavras, Lr é uma linguagem decidivel e, portanto,
recursiva, sem ser sensivel ao contexto. |

Linguagens que n3o sao Recursivas

A classe das linguagens recursivas ndo é a mais abrangente que se conhece. Ao contrério,
é possivel demonstrar que existe pelo menos uma linguagem nao-recursiva.
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Teorema 6.4 (Linguagens nio-recursivas) FEzistem linguagens que ndo sdo recur-
sivas.

Justificativa E suficiente provar que existe pelo menos uma linguagem nao-recursiva.
Essa demonstracao consiste na definicado da linguagem L7, conforme abaixo, e na prova,
por contradicao, de que a mesma nao pode pertencer i classe das linguagens recursivas.
Em outras palavras, que esta linguagem nao é decidivel.

Ly ={C(M)weX¥" |weLM)}
onde:

e ((M) é a codificagdo de uma Maquina de Turing com fita limitada, cujo alfabeto
de entrada é X, como cadeia sobre o proprio alfabeto X;

e w € X* é uma cadeia de entrada qualquer para M.

A linguagem Ly é também conhecida como Linguagem Universal, uma vez que
o problema de se determinar se uma certa cadeia w € L(M ), para uma certa Maquina de
Turing M, pode ser reduzido ao problema de se determinar se C(M)w € Ly. Conforme
seré discutido no Capitulo 7, é possivel provar que Ly, apesar de ndo ser recursiva, é uma
linguagem recursivamente enumerével. Logo, existe uma Maquina de Turing que aceita
Ly . Tal maquina, denotada My, é denominada Maquina de Turing Universal. Em
outras palavras, Ly = L(My).

Ly presume uma certa forma de codificacao das Maquinas de Turing com fita
limitada, codificacdo esta que, em principio, pode ser feita sobre o mesmo alfabeto de
entrada X de M. Em outras palavras: se M é uma Maquina de Turing sobre um alfabeto
%, codifica-se M — denotada C'(M) — como uma cadeia sobre o proprio alfabeto X.

Essa codificagdo pode ser feita de varias maneiras. A forma escolhida é irrelevante,
uma vez que os resultados obtidos dela independem.

Ly deve ser entendida, portanto, como a linguagem formada pelo conjunto das
cadeias C(M)w, sendo M uma Méaquina de Turing com fita limitada qualquer, com
alfabeto de entrada X, e w uma cadeia qualquer sobre ¥*, desde que w pertenca &
linguagem definida por M.

A forma de codificagdo C'(M) de uma maquina M &, como foi antecipado, irrele-
vante. E apenas necessario estabelecer uma convencio que permita a correspondéncia
univoca entre cada maquina distinta e a cadeia correspondente que a representa, e tam-
bém garantir que C(M) e w sejam cadeias construidas sobre um mesmo alfabeto. Serao
consideradas duas possibilidades de codificagao:

1. Codificar a maquina M como uma cadeia sobre o proprio alfabeto de entrada X de
M, deixando a cadeia de entrada w inalterada, resultando na cadeia combinada
C(M)w;

2. Codificar ndo apenas M, mas também a propria cadeia de entrada w, como cadeias
sobre um segundo alfabeto fixo A, resultando em cadeias do tipo C(M)C/(w).

Para efeito pratico de demonstracdo de uma forma de codificacdo que possa ser
aplicada a qualquer Maquina de Turing, com qualquer alfabeto de entrada, sera adotada
a segunda alternativa.
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Apresenta-se a seguir, portanto, um esquema genérico de codificacao de maquinas

e cadeias de entrada quaisquer sobre o alfabeto A = {a, b, ¢}, escolhido arbitrariamente.
Note-se, na codificacdo proposta, que, apesar de o alfabeto A possuir apenas trés sim-
bolos, ela permite a representacao de Méaquinas de Turing com qualquer quantidade
de simbolos em seu alfabeto de entrada X, e também da prépria cadeia w € X* a ser
processada por M.

Cada estado nao-final do conjunto de estados @ = {qo, ¢1, ¢2...n } seré represen-
tado, respectivamente, pela cadeia aa, aaaa, aaaaaa...a®> ™t (ou seja, uma quan-
tidade par de simbolos a);

C(q) = a*tV), para ¢; € Q — Qr;
Cada estado final do conjunto de estados @ = {qo, ¢1, ¢2...qn } seré representado,

respectivamente, pela cadeia a, aaa, agaaa...a®™ "t (ou seja, uma quantidade impar
de simbolos a);

C(g;) = o* T, para ¢; € Qr;

O simbolo especial “<” sera representado pela cadeia ba;
C(B) = ba;

O simbolo especial “B” seré representado pela cadeia bba;

C(B) = bba;

Cada elemento o, do alfabeto X = {0, 01,02...0, } seré representado, respectiva-
mente, pela cadeia bbba, bbbba, bbbbba...b™ 3 a;

C(o;) =b"3a, 0, €3

O sentido de movimentagao do cursor de acesso serd representado como ¢ (es-
querda) ou cc (direita).

C(E) =r¢

C(D) = cc;

Assim, cada uma das transicoes 6(¢;,0m) = (¢j,0n, E) de M poder4 ser represen-

tada como:

Se ¢; ¢ F,qj € F, entio ¢t pm+3gq20+10) pn+3gc
Se q; € F,q; ¢ F, entdo a?+1pm+34g20+ 1) pnt3gc
Se ¢; ¢ F,q; € F, entdio o201 pm+3 g2+ pnt3 gc
Se g; € F,q; € F, entdo o> T1pm3qa? 17 3¢

De maneira analoga, caso o sentido de movimentacao do cursor de acesso seja D e

nao E, basta substituir a subcadeia ¢ por cc nas formas gerais acima. Por exemplo:

0(¢i,om) = (gj,0n,D) e aQ(”l)bmHaaQ(jH)b”+3acc, com¢g; ¢ F,q; ¢ F

A representacdo de M = (Q, X, T, 9, @, <, B, F') sera efetivada da seguinte forma:
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e () e X podem ser inferidos a partir de §;
e Se X #T, entao codifica-se X UT;

e A funcao de transicdo 0 sera codificada como uma seqiiéncia de cadeias concate-
nadas conforme a convencao apresentada individualmente para a codificacao de
cada transigao (acima);

e ¢ seré convencionado como sendo o primeiro estado a ser referenciado na definicao
de d;

e “<” e B possuem codificagoes fixas sobre {a, b, c};

e F podera ser inferido a partir dos estados presentes na definicao da funcido de
transicao que estejam codificados com uma quantidade impar de simbolos a.

Codificacoes como essa sao uteis para a demonstracao deste e de diversos outros
teoremas, uma vez que permitem que Maquinas de Turing sejam representadas como
cadeias de entrada (ou parte de cadeias de entrada) para outras Maquinas de Turing.

Exemplo 6.4 Seja a maquina M definida na Figura 6.5:

y/(y, D)

@ z/(z,D) @ B/(B,E)

Figura 6.5. Maquina de Turing M que aceita zy*

A codificacdo de seus componentes, de acordo com as convencdes anteriormente apresentadas,
ocorre conforme a Figura 6.6.

9, aa
o q, aaaa
q, aaaaa
- < ba
- B bba
X bbba
> y bbbba
3 (q,x)=(q,xD) aabbbaaaaabbbacc
S 8@,y =(q,»D) aaaabbbbaaaaabbbbacc
d(q,B)=(q,BE) aaaabbaaaaaabbac

Figura 6.6. Codificacio dos elementos de M sobre {a, b, c}

A representacdo completa desta maquina é obtida concatenando-se as cadeias que representam
as suas transicdes, conforme mostrado na Figura 6.7:
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C(M) = aabbbaaaaabbbacc: bbbb bbbbaccaaaabbaaaaaabbac

J 3 (qI,B) = (qz,B,E)
8 (q ['y) (9 ]’)rl:)

3 (q,%) = (q,x.D)

Figura 6.7. C(M) : M como uma cadeia sobre {a, b, c}

A Figura 6.8 ilustra a codificagdo C(w) para a cadeia de entrada w = zyyB.

C(w) = bbbabbbbabbbbabba

L
B
y
y

Figura 6.8. C(w) : w como uma cadeia sobre {a, b, ¢}

A cadeia da Figura 6.9 representa a codificagdo de M seguida da codificacdo de
uma cadeia w, ambas construidas sobre o mesmo alfabeto de codificagio A = {a, b, ¢},
ou seja, C(M) — C(w). O simbolo especial “—” & usado para separar a codificagao da
méquina da codificagao da cadeia:

C(M)-C(w) = aabbbaaaaabbbaccaaaabbbbaaaaabbbbaccaaaabbaaaaaabbac-bbbabbbbabbbbabba
Figura 6.9. C(M) — C(w) : M e w como cadeias sobre {a, b, c}

Retorna-se agora & demonstracao de que Ly nao é recursiva. Para isso, serd adotada
a primeira forma de codificacao sugerida, ou seja, aquela em que o alfabeto de codificacao
empregado é o proprio alfabeto de entrada da méquina M considerada. A segunda forma,
exemplificada acima, também pode ser usada, sem que isso implique qualquer alteracao
nos resultados obtidos.

Suponha-se, portanto, que Ly seja uma linguagem recursiva, e portanto decidivel.
Isso acarreta a existéncia de uma Maquina de Turing com fita limitada M que decide L.
Seja C(N)w a cadeia formada pela concatenacdo da codificagdo da méaquina N (sobre o
alfabeto ) com a cadeia de entrada w € ¥*. A anélise de C(N)w por M é ilustrada na
Figura 6.10.
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M, para e aceita C(N)w:
N péra e aceita a entrada w

C(N)w —

——-»

M, para e rejeita C(N)w:
N ndo para com a entrada w
ou

N para e rejeita a entrada w

Figura 6.10. Ly n3o-recursiva: passo 1

Em seguida, constréi-se M, a partir de M;, de modo que, para toda cadeia capaz
de fazer My parar, aceitando a entrada, M, deveri passar a executar uma seqiiéncia
infinita de movimentagoes. Caso M; pare, rejeitando a entrada, My deverd também
parar, rejeitando a entrada (figura 6.11).

M, executa uma seqiiéncia infinita
de movimentagdes:
N péra e aceita a entrada w

C(N)w >

—

M, para e rejeita C(N)w:
N ndo para com a entrada w
ou

N para e rejeita a entrada w

Figura 6.11. Ly ndo-recursiva: passo 2

Tal modificacdo é de facil realizagdo: basta fazer com que Mp, ao atingir uma
configuracao de aceitacao, transite para um novo estado, criado especialmente para essa
finalidade, em Ms, e 14 permaneca indefinidamente lendo simbolos na fita de entrada e
deslocando o cursor de acesso para a direita.

Seja M3 uma Méquina de Turing com fita limitada que duplica a cadeia fornecida
como entrada. Se a cadeia sobre a fita de entrada é 7, ao término do processamento a
fita de trabalho contera v, conforme a Figura 6.12:

Figura 6.12. Ly n3o-recursiva: passo 3

Considere-se agora a méaquina My, obtida pela combinacio das maquinas M3 e M,
de tal forma que a saida de Ms5 seja usada como entrada para My (Figuras 6.13 e 6.14).
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M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
N para e aceita a entrada C(N)

C(N, C(N) C(N,
L
M, para:

N ndo para com a entrada C(N)
ou
N para e rejeita a entrada C(N)

Figura 6.13. Ly n3o-recursiva: passo 4

ou ainda:

M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
N péra e aceita a entrada C(N)

V) —

——»

M, para:

N ndo para com a entrada C(N)
ou

N para e rejeita a entrada C(N)

Figura 6.14. Ly n3o-recursiva: passo 5

Faca-se N = My, ou seja, submeta-se a M, uma codificacdo da prépria maquina
My. Tsso é possivel, uma vez que My aceita cadeias sobre um certo alfabeto X, e C(My)
serd codificada também como uma cadeia sobre este mesmo Y. No caso considerado,

¥ ={a, b, ¢}, porém qualquer outro alfabeto produziria os mesmos resultados (ver Figura
6.15).

M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
M, para e aceita a entrada C(M,)

c(M,) >

——»

M, para:

M, ndo para com a entrada C(M,)
ou

M, para e rejeita a entrada C(M,)

Figura 6.15. Ly n3o-recursiva: passo 6

A Figura 6.15 remete a uma contradicao: por um lado, temos a informacéo de que,
ao analisar a cadeia C(Mjy), se a maquina M, parar, entdo M, executa uma seqiiéncia
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infinita de movimentagées. Por outro, que ao analisar a cadeia C'(My), se My nao parar,
entao M, para. Tem-se, portanto, uma contradi¢cao. Logo, a nossa hip6tese inicial nao é
valida, ou seja, Ly nao pode ser uma linguagem recursiva.

Naturalmente, esses resultados sao validos apenas para os casos de méquinas e
entradas arbitrarias, nao conhecidas a priori. Eventualmente, esses problemas podem
ser resolvidos para combinagbes de maquinas e/ou entradas predeterminadas. |

Uma outra importante linguagem nao-recursiva é a linguagem Lp, que representa
um problema fundamental da computacao, conhecido como o Problema da Parada da
Maquina de Turing. Formalmente:

Lp ={C(M)w € £* | M péara com a entrada w}

Se Lp fosse uma linguagem recursiva, e portanto decidivel, estaria demonstrada a
existéncia de um algoritmo capaz de determinar se uma certa maquina (ou programa)
para ao processar uma dada entrada. A prova de que Lp é ndo-recursiva (e portanto
indecidivel) demonstra a inexisténcia de tal algoritmo.

Teorema 6.5 (Lp nao-recursiva) A linguagem Lp ndo € recursiva.

Justificativa A mesma seqiiéncia de passos que foi usada para demonstrar que Ly ndo é
recursiva também pode ser usada, com pequenas modificacoes, para demonstrar que Lp
nao é recursiva.

Admita-se, inicialmente, que Lp seja recursiva. Considere-se, também, a seqiiéncia
das Figuras 6.10 até 6.15, modificadas de forma a nao importar se a cadeia de entrada w
é aceita ou rejeitada pela Maquina de Turing correspondente, mas apenas se w permite
que ela pare ou nao.

As Figuras 6.16 até 6.20 incorporam tais modificagbes. O passo 3 da presente
demonstragdo coincide com o passo 3 ilustrado para o caso da linguagem Ly (Figura
6.12), e nao seré repetido.

M, para e aceita C(N)w:
N péra com a entrada w

C(N)w —

——-»

M, para e rejeita C(N)w:
N ndo para com a entrada w

Figura 6.16. Lp n3o-recursiva: passo 1

M, executa uma seqiiéncia infinita
de movimentacdes:
N para com a entrada w

C(N)w -

——»

M, para e rejeita C(N)w:
N ndo para com a entrada w

Figura 6.17. Lp n3o-recursiva: passo 2
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M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
N para com a entrada C(N)

)

C(N) C(N) -

—

)

cm,

M, para:
N nio para com a entrada C(N)

Figura 6.18. Lp n3o-recursiva: passo 4

M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
N para com a entrada C(N)

—
- M,
E—
M, péra:
N ndo para com a entrada C(N)
Figura 6.19. Lp n3o-recursiva: passo 5
M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
M, para com a entrada C(M,)
—
M4
—
M, péra:

M, n3o para com a entrada C(M,)

Figura 6.20. Lp n3o-recursiva: passo 6

Como conclusao, a seqiiéncia de passos acima induz a uma contradicdo: M, péra
com a cadeia C'(My) se e apenas se My nao para com a cadeia C'(My). Logo, a hipotese
inicial é falsa e Lp ndo é recursiva. |

A linguagem Ly a seguir apresentada é também um exemplo classico de linguagem

nao-recursiva:

Lx ={w; | w; € L(M;)}

Esta linguagem pressupOe uma certa ordenacgdo (por exemplo, lexicografica) das
cadeias w; sobre um certo alfabeto X, e também do conjunto das Méquinas de Turing
sobre o mesmo alfabeto. Ela compreende as cadeias w; que sao aceitas pelas Maquinas
de Turing M; correspondentes, e pressupoe uma bijecao entre o conjunto das maquinas
M; e o conjunto das cadeias w;, ¢ > 0, conforme a Tabela 6.1.
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6.6

Wo w1 Wo e Wy,
11 1 !
My My My .. M,

Tabela 6.1. Bijecdo entre cadeias e Maquinas de Turing

Teorema 6.6 (Lx nao-recursiva) A linguagem Li nao € recursiva.

Justificativa Conforme o Teorema 7.21 (apresentado mais adiante), uma linguagem L
é recursiva se e somente L e seu complemento forem recursivamente enumeraveis. O
Teorema 7.15 (também apresentado mais adiante), por sua vez, prova que a linguagem
Lp =¥* — Lk (o complemento de L) ndo é recursivamente enumeravel. Logo, Lx néo
é recursiva. |

Propriedades de Fechamento

A seguir serdo demonstradas algumas das propriedades de fechamento mais importantes
das linguagens recursivas. Esta classe de linguagens é fechada em relacido as operagoes
de:

e Uniao

e Concatenacgao

e Complementacao
e Intersecgao

As respectivas demonstragoes serdo apresentadas na seqiiéncia. As linguagens re-
cursivas, no entanto, ndo sao fechadas em relacio a operacao de:

e Fechamento reflexivo e transitivo (Fecho de Kleene)

resultado este que néo serd demonstrado neste texto, podendo ser encontrado em [11].

Teorema 6.7 (Fecho na uniao) A classe das linguagens recursivas € fechada em re-
lagao 4 operagio de unido.

Justificativa Sejam L; e Lo duas linguagens recursivas quaisquer. Entao, L; é deci-
dida por uma Maquina de Turing M; e L, é decidida por uma Maquina de Turing M.
A linguagem L3 = L; U Ly é decidida por M3, construida de acordo com o Algoritmo 6.4.

Algoritmo 6.4 (Fecho na uniao) Obtenc¢io de uma Mdquina de Turing que decide a
unidao de duas linguagens, a partir das Mdquinas de Turing que decidem cada uma das
linguagens.

e Entrada: M; e Ms, duas Méaquinas de Turing que decidem, respectivamente, as
linguagens Iy e Lo;

e Saida: uma Méquina de Turing M3 que decide a linguagem L; U Lo;



