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584 Linguagens Formais - Teoria, Modelagem e ImplementaçãoJusti�ativa Basta demonstrar que existe pelo menos uma linguagem reursiva que nãoé sensível ao ontexto. Como instânia desse fato, podem-se itar todas as linguagensque inluem a adeia vazia, uma vez que, onforme foi disutido anteriormente na Seção5.1, as linguagens sensíveis ao ontexto não inluem tais adeias.Um exemplo não-trivial, desta vez sem reorrer à adeia vazia, é a linguagem LR,apresentada no �nal da Seção 5.7, quando foi empregada para demonstrar a existêniade linguagens que não são sensíveis ao ontexto (Teorema 5.8).Partindo-se (Teorema 5.7) de uma enumeração de todas as gramátias sensíveis aoontexto (G1,G2, ...), e também de uma enumeração de todas as adeias possíveis deserem geradas sobre o alfabeto {a, b} (α1, α2, ...), o Teorema 5.8 mostra que a linguagemLR = {αi | αi 6∈ L(Gi ), ∀ i ≥ 1}não pode ser sensível ao ontexto.Por outro lado, qualquer que seja a adeia β ∈ Σ∗, será sempre possível determinarmeaniamente se β pertene ou não a LR, o que pode ser feito onforme o métododesrito no Algoritmo 6.3.Algoritmo 6.3 (β ∈ LR?) Determinação da pertinênia de β ∈ Σ∗ a LR, de�nida noTeorema 5.8.
• Entrada: uma adeia β ∈ Σ∗;
• Saída: SIM, se β ∈ LR; N�O, se β 6∈ LR;
• Método:1. Compara-se β om ada uma das adeias αi , até que haja oinidênia entreambas;2. Seleiona-se a gramátia Gi orrespondente à adeia αi (lembrar que foi es-tabeleida uma função bijetora entre o onjunto das gramátias e o onjuntodas adeias);3. Determina-se se αi ∈ L(Gi ). Como se trata de linguagens sensíveis aoontexto, tal determinação pode sempre ser efetuada;4. Se o resultado for que αi ∈ L(Gi ), então, por onstrução, αi 6∈ LR e a res-posta é N�O. Caso o resultado seja que αi 6∈ L(Gi ), então, por onstrução,

αi ∈ LR e a resposta é SIM.Logo, onforme o Algoritmo 6.3, é sempre possível determinar se uma adeia βqualquer pertene a LR. Em outras palavras, LR é uma linguagem deidível e, portanto,reursiva, sem ser sensível ao ontexto. �6.5 Linguagens que não são ReursivasA lasse das linguagens reursivas não é a mais abrangente que se onhee. Ao ontrário,é possível demonstrar que existe pelo menos uma linguagem não-reursiva.
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6 Linguagens Reursivas 585Teorema 6.4 (Linguagens não-reursivas) Existem linguagens que não são reur-sivas.Justi�ativa É su�iente provar que existe pelo menos uma linguagem não-reursiva.Essa demonstração onsiste na de�nição da linguagem LU , onforme abaixo, e na prova,por ontradição, de que a mesma não pode pertener à lasse das linguagens reursivas.Em outras palavras, que esta linguagem não é deidível.LU = {C (M )w ∈ Σ∗ | w ∈ L(M )}onde:
• C (M ) é a odi�ação de uma Máquina de Turing om �ta limitada, ujo alfabetode entrada é Σ, omo adeia sobre o próprio alfabeto Σ;
• w ∈ Σ∗ é uma adeia de entrada qualquer para M .A linguagem LU é também onheida omo Linguagem Universal, uma vez queo problema de se determinar se uma erta adeia w ∈ L(M ), para uma erta Máquina deTuring M , pode ser reduzido ao problema de se determinar se C (M )w ∈ LU . Conformeserá disutido no Capítulo 7, é possível provar que LU , apesar de não ser reursiva, é umalinguagem reursivamente enumerável. Logo, existe uma Máquina de Turing que aeitaLU . Tal máquina, denotada MU , é denominada Máquina de Turing Universal. Emoutras palavras, LU = L(MU ).LU presume uma erta forma de odi�ação das Máquinas de Turing om �talimitada, odi�ação esta que, em prinípio, pode ser feita sobre o mesmo alfabeto deentrada Σ de M . Em outras palavras: se M é uma Máquina de Turing sobre um alfabeto

Σ, odi�a-se M � denotada C (M ) � omo uma adeia sobre o próprio alfabeto Σ.Essa odi�ação pode ser feita de várias maneiras. A forma esolhida é irrelevante,uma vez que os resultados obtidos dela independem.LU deve ser entendida, portanto, omo a linguagem formada pelo onjunto dasadeias C (M )w , sendo M uma Máquina de Turing om �ta limitada qualquer, omalfabeto de entrada Σ, e w uma adeia qualquer sobre Σ∗, desde que w pertença àlinguagem de�nida por M .A forma de odi�ação C (M ) de uma máquina M é, omo foi anteipado, irrele-vante. É apenas neessário estabeleer uma onvenção que permita a orrespondêniaunívoa entre ada máquina distinta e a adeia orrespondente que a representa, e tam-bém garantir que C (M ) e w sejam adeias onstruídas sobre um mesmo alfabeto. Serãoonsideradas duas possibilidades de odi�ação:1. Codi�ar a máquina M omo uma adeia sobre o próprio alfabeto de entrada Σ deM , deixando a adeia de entrada w inalterada, resultando na adeia ombinadaC (M )w ;2. Codi�ar não apenasM , mas também a própria adeia de entrada w , omo adeiassobre um segundo alfabeto �xo ∆, resultando em adeias do tipo C (M )C (w).Para efeito prátio de demonstração de uma forma de odi�ação que possa serapliada a qualquer Máquina de Turing, om qualquer alfabeto de entrada, será adotadaa segunda alternativa.
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586 Linguagens Formais - Teoria, Modelagem e ImplementaçãoApresenta-se a seguir, portanto, um esquema genério de odi�ação de máquinase adeias de entrada quaisquer sobre o alfabeto ∆ = {a, b, }, esolhido arbitrariamente.Note-se, na odi�ação proposta, que, apesar de o alfabeto ∆ possuir apenas três sím-bolos, ela permite a representação de Máquinas de Turing om qualquer quantidadede símbolos em seu alfabeto de entrada Σ, e também da própria adeia w ∈ Σ∗ a serproessada por M .
• Cada estado não-�nal do onjunto de estados Q = {q0, q1, q2...qn} será represen-tado, respetivamente, pela adeia aa, aaaa, aaaaaa...a2(n+1) (ou seja, uma quan-tidade par de símbolos a);C (qi ) = a2(i+1), para qi ∈ Q − QF ;
• Cada estado �nal do onjunto de estados Q = {q0, q1, q2...qn} será representado,respetivamente, pela adeia a, aaa, aaaaa...a2n+1 (ou seja, uma quantidade ímparde símbolos a);C (qi ) = a2i+1, para qi ∈ QF ;
• O símbolo espeial �<� será representado pela adeia ba;C (B) = ba;
• O símbolo espeial �B � será representado pela adeia bba;C (B) = bba;
• Cada elemento σn do alfabeto Σ = {σ0, σ1, σ2...σn} será representado, respetiva-mente, pela adeia bbba, bbbba, bbbbba...bn+3a;C (σi ) = bi+3a, σi ∈ Σ;
• O sentido de movimentação do ursor de aesso será representado omo  (es-querda) ou  (direita).C (E ) = ;C (D) = ;Assim, ada uma das transições δ(qi , σm) = (qj , σn ,E ) de M poderá ser represen-tada omo:
• Se qi 6∈ F , qj 6∈ F , então a2(i+1)bm+3aa2(j+1)bn+3a
• Se qi ∈ F , qj 6∈ F , então a2i+1bm+3aa2(j+1)bn+3a
• Se qi 6∈ F , qj ∈ F , então a2(i+1)bm+3aa2j+1bn+3a
• Se qi ∈ F , qj ∈ F , então a2i+1bm+3aa2j+1bn+3aDe maneira análoga, aso o sentido de movimentação do ursor de aesso seja D enão E , basta substituir a subadeia  por  nas formas gerais aima. Por exemplo:

δ(qi , σm) = (qj , σn ,D) e a2(i+1)bm+3aa2(j+1)bn+3a, om qi 6∈ F , qj 6∈ FA representação de M = (Q , Σ, Γ, δ, q0, <,B ,F ) será efetivada da seguinte forma:
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6 Linguagens Reursivas 587
• Q e Σ podem ser inferidos a partir de δ;
• Se Σ 6= Γ, então odi�a-se Σ ∪ Γ;
• A função de transição δ será odi�ada omo uma seqüênia de adeias onate-nadas onforme a onvenção apresentada individualmente para a odi�ação deada transição (aima);
• q0 será onvenionado omo sendo o primeiro estado a ser refereniado na de�niçãode δ;
• �<� e B possuem odi�ações �xas sobre {a, b, };
• F poderá ser inferido a partir dos estados presentes na de�nição da função detransição que estejam odi�ados om uma quantidade ímpar de símbolos a.Codi�ações omo essa são úteis para a demonstração deste e de diversos outrosteoremas, uma vez que permitem que Máquinas de Turing sejam representadas omoadeias de entrada (ou parte de adeias de entrada) para outras Máquinas de Turing.Exemplo 6.4 Seja a máquina M de�nida na Figura 6.5:

q0 q1 q2x/(x ,D) B/(B ,E )

y/(y ,D)

Figura 6.5. Máquina de Turing M que aeita xy∗A odi�ação de seus omponentes, de aordo om as onvenções anteriormente apresentadas,oorre onforme a Figura 6.6.

Figura 6.6. Codi�ação dos elementos deM sobre {a, b, }A representação ompleta desta máquina é obtida onatenando-se as adeias que representamas suas transições, onforme mostrado na Figura 6.7:
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588 Linguagens Formais - Teoria, Modelagem e Implementação
Figura 6.7. C (M ) : M omo uma adeia sobre {a, b, }

2A Figura 6.8 ilustra a odi�ação C (w) para a adeia de entrada w = xyyB .
Figura 6.8. C (w) : w omo uma adeia sobre {a, b, }A adeia da Figura 6.9 representa a odi�ação de M seguida da odi�ação deuma adeia w , ambas onstruídas sobre o mesmo alfabeto de odi�ação ∆ = {a, b, },ou seja, C (M ) − C (w). O símbolo espeial �−� é usado para separar a odi�ação damáquina da odi�ação da adeia:Figura 6.9. C (M ) − C (w) : M e w omo adeias sobre {a, b, }Retorna-se agora à demonstração de que LU não é reursiva. Para isso, será adotadaa primeira forma de odi�ação sugerida, ou seja, aquela em que o alfabeto de odi�açãoempregado é o próprio alfabeto de entrada da máquinaM onsiderada. A segunda forma,exempli�ada aima, também pode ser usada, sem que isso implique qualquer alteraçãonos resultados obtidos.Suponha-se, portanto, que LU seja uma linguagem reursiva, e portanto deidível.Isso aarreta a existênia de uma Máquina de Turing om �ta limitadaM que deide LU .Seja C (N )w a adeia formada pela onatenação da odi�ação da máquina N (sobre oalfabeto Σ) om a adeia de entrada w ∈ Σ∗. A análise de C (N )w por M é ilustrada naFigura 6.10.
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Figura 6.10. LU não-reursiva: passo 1Em seguida, onstrói-se M2 a partir de M1, de modo que, para toda adeia apazde fazer M1 parar, aeitando a entrada, M2 deverá passar a exeutar uma seqüêniain�nita de movimentações. Caso M1 pare, rejeitando a entrada, M2 deverá tambémparar, rejeitando a entrada (�gura 6.11).

Figura 6.11. LU não-reursiva: passo 2Tal modi�ação é de fáil realização: basta fazer om que M1, ao atingir umaon�guração de aeitação, transite para um novo estado, riado espeialmente para essa�nalidade, em M2, e lá permaneça inde�nidamente lendo símbolos na �ta de entrada edesloando o ursor de aesso para a direita.Seja M3 uma Máquina de Turing om �ta limitada que duplia a adeia forneidaomo entrada. Se a adeia sobre a �ta de entrada é γ, ao término do proessamento a�ta de trabalho onterá γγ, onforme a Figura 6.12:
Figura 6.12. LU não-reursiva: passo 3Considere-se agora a máquina M4, obtida pela ombinação das máquinas M3 e M2,de tal forma que a saída de M3 seja usada omo entrada para M2 (Figuras 6.13 e 6.14).



DRAF
T

590 Linguagens Formais - Teoria, Modelagem e Implementação

Figura 6.13. LU não-reursiva: passo 4ou ainda:

Figura 6.14. LU não-reursiva: passo 5Faça-se N = M4, ou seja, submeta-se a M4 uma odi�ação da própria máquinaM4. Isso é possível, uma vez que M4 aeita adeias sobre um erto alfabeto Σ, e C (M4)será odi�ada também omo uma adeia sobre este mesmo Σ. No aso onsiderado,
Σ = {a, b, }, porém qualquer outro alfabeto produziria os mesmos resultados (ver Figura6.15).

Figura 6.15. LU não-reursiva: passo 6A Figura 6.15 remete a uma ontradição: por um lado, temos a informação de que,ao analisar a adeia C (M4), se a máquina M4 parar, então M4 exeuta uma seqüênia
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6 Linguagens Reursivas 591in�nita de movimentações. Por outro, que ao analisar a adeia C (M4), se M4 não parar,então M4 pára. Tem-se, portanto, uma ontradição. Logo, a nossa hipótese iniial não éválida, ou seja, LU não pode ser uma linguagem reursiva.Naturalmente, esses resultados são válidos apenas para os asos de máquinas eentradas arbitrárias, não onheidas a priori. Eventualmente, esses problemas podemser resolvidos para ombinações de máquinas e/ou entradas predeterminadas. �Uma outra importante linguagem não-reursiva é a linguagem LP , que representaum problema fundamental da omputação, onheido omo o Problema da Parada daMáquina de Turing. Formalmente:LP = {C (M )w ∈ Σ∗ | M pára om a entrada w}Se LP fosse uma linguagem reursiva, e portanto deidível, estaria demonstrada aexistênia de um algoritmo apaz de determinar se uma erta máquina (ou programa)pára ao proessar uma dada entrada. A prova de que LP é não-reursiva (e portantoindeidível) demonstra a inexistênia de tal algoritmo.Teorema 6.5 (LP não-reursiva) A linguagem LP não é reursiva.Justi�ativa A mesma seqüênia de passos que foi usada para demonstrar que LU não éreursiva também pode ser usada, om pequenas modi�ações, para demonstrar que LPnão é reursiva.Admita-se, iniialmente, que LP seja reursiva. Considere-se, também, a seqüêniadas Figuras 6.10 até 6.15, modi�adas de forma a não importar se a adeia de entrada wé aeita ou rejeitada pela Máquina de Turing orrespondente, mas apenas se w permiteque ela páre ou não.As Figuras 6.16 até 6.20 inorporam tais modi�ações. O passo 3 da presentedemonstração oinide om o passo 3 ilustrado para o aso da linguagem LU (Figura6.12), e não será repetido.
Figura 6.16. LP não-reursiva: passo 1
Figura 6.17. LP não-reursiva: passo 2
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Figura 6.18. LP não-reursiva: passo 4
Figura 6.19. LP não-reursiva: passo 5
Figura 6.20. LP não-reursiva: passo 6Como onlusão, a seqüênia de passos aima induz a uma ontradição: M4 páraom a adeia C (M4) se e apenas se M4 não pára om a adeia C (M4). Logo, a hipóteseiniial é falsa e LP não é reursiva. �A linguagem LK a seguir apresentada é também um exemplo lássio de linguagemnão-reursiva: LK = {wi | wi ∈ L(Mi )}Esta linguagem pressupõe uma erta ordenação (por exemplo, lexiográ�a) dasadeias wi sobre um erto alfabeto Σ, e também do onjunto das Máquinas de Turingsobre o mesmo alfabeto. Ela ompreende as adeias wi que são aeitas pelas Máquinasde Turing Mi orrespondentes, e pressupõe uma bijeção entre o onjunto das máquinasMi e o onjunto das adeias wi , i ≥ 0, onforme a Tabela 6.1.
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6 Linguagens Reursivas 593w0 w1 w2 ... wn ...
l l l lM0 M1 M2 ... Mn ...Tabela 6.1. Bijeção entre adeias e Máquinas de TuringTeorema 6.6 (LK não-reursiva) A linguagem LK não é reursiva.Justi�ativa Conforme o Teorema 7.21 (apresentado mais adiante), uma linguagem Lé reursiva se e somente L e seu omplemento forem reursivamente enumeráveis. OTeorema 7.15 (também apresentado mais adiante), por sua vez, prova que a linguagemLD = Σ∗ −LK (o omplemento de LK ) não é reursivamente enumerável. Logo, LK nãoé reursiva. �6.6 Propriedades de FehamentoA seguir serão demonstradas algumas das propriedades de fehamento mais importantesdas linguagens reursivas. Esta lasse de linguagens é fehada em relação às operaçõesde:

• União
• Conatenação
• Complementação
• InterseçãoAs respetivas demonstrações serão apresentadas na seqüênia. As linguagens re-ursivas, no entanto, não são fehadas em relação à operação de:
• Fehamento re�exivo e transitivo (Feho de Kleene)resultado este que não será demonstrado neste texto, podendo ser enontrado em [11℄.Teorema 6.7 (Feho na união) A lasse das linguagens reursivas é fehada em re-lação à operação de união.Justi�ativa Sejam L1 e L2 duas linguagens reursivas quaisquer. Então, L1 é dei-dida por uma Máquina de Turing M1 e L2 é deidida por uma Máquina de Turing M2.A linguagem L3 = L1∪L2 é deidida por M3, onstruída de aordo om o Algoritmo 6.4.Algoritmo 6.4 (Feho na união) Obtenção de uma Máquina de Turing que deide aunião de duas linguagens, a partir das Máquinas de Turing que deidem ada uma daslinguagens.
• Entrada: M1 e M2, duas Máquinas de Turing que deidem, respetivamente, aslinguagens L1 e L2;
• Saída: uma Máquina de Turing M3 que deide a linguagem L1 ∪ L2;


